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RESUMEN

La resolución mediante métodos numéricos de aplicaciones cada vez más complejas en el área de la ciencia y la técnica ha traído como consecuencia la necesidad creciente de resolver sistemas de ecuaciones lineales a gran escala, provenientes de la discretización de los modelos matemáticos  de dichos problemas. Con el objetivo de contar con herramientas eficientes y de fácil manipulación por el usuario se desarrolló este trabajo.

Se realizó un estudio de los métodos iterativos y se seleccionó el método del gradiente conjugado por ser de gran efectividad en la resolución de sistemas dispersos de grandes dimensiones y además porque  la estructura de las matrices que provienen de las aplicaciones, son frecuentemente simétricas y definidas positivas. Como las matrices pueden tener un número de condición elevado, es decir estar mal condicionadas también se tuvo en cuenta el estudio de técnicas para precondicionar los sistemas.

Se implementó una aplicación de fácil manipulación, proporcionando una interfaz cómoda  a los usuarios, con el objetivo de resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante el método “Gradiente Conjugado”[4]

 REF _Ref44411624 \r \h 
[10]

 REF _Ref44411779 \r \h 
[11], dando la posibilidad de precondicionar el sistema, para lo cual se programaron los precondicionadores de Jacobi y Cholesky Incompleto.  Se utilizó para esto el paquete de software Matlab en su versión 6.5.
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Introducción

La necesidad de resolver sistemas de ecuaciones lineales (SEL) aparece en una gran cantidad de problemas científicos. Como ejemplos, podemos citar los SEL que aparecen al resolver ecuaciones diferenciales usando métodos de discretización como son diferencias finitas y elementos finitos. Otras fuentes frecuentes son problemas de aproximación de funciones, problemas inversos, etc.

Debido a la frecuencia con que problemas diversos conducen a la  resolución de sistemas de ecuaciones lineales de grandes dimensiones y esparcidos, es uno de los objetivos del presente trabajo realizar un estudio de los métodos iterativos para resolver los mismos, en particular el método de “Gradiente Conjugado” [4]

 REF _Ref44411624 \r \h 
[10]

 REF _Ref44411779 \r \h 
[11], el cual ha demostrado ser de los más eficientes.

El desarrollo de una implementación del mismo con una interfaz clara y amigable es otra de nuestras metas así como la introducción de los precondicionadores para el caso de matrices mal condicionadas. 

Este trabajo consta de 5 capítulos distribuidos de la siguiente manera:

En el primero contiene resultados auxiliares sobre la teoría de la existencia de la solución para SEL, así como métodos de solución. El segundo capítulo contempla lo referente a los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. El tercero aborda detalladamente el método de gradiente conjugado  y el uso de los precondicionadores. 

Las especificaciones sobre la aplicación que se realizó se dan en el cuarto capitulo de este trabajo y en el quinto se realiza una discusión de los resultados numéricos obtenidos al correr algunos ejemplos  de sistema de ecuaciones lineales provenientes de aplicaciones.

Finalmente aparecen las conclusiones y algunas recomendaciones para trabajos futuros.

Capítulo 1 Presentación general del problema

En una gran cantidad de problemas de investigación científica, al resolver los modelos matemáticos que los simulan, se emplean métodos numéricos de discretización que conducen en algún momento a resolver sistemas de ecuaciones lineales de menor o mayor tamaño. La resolución de un sistema de ecuaciones lineales aparece también en procesos de optimización lineales o no lineales,  por ello resulta de gran importancia conocer cuándo un sistema de ecuaciones lineales tiene solución única, o infinitas soluciones, o sencillamente no la tiene.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales  que podemos escribir de manera general como:
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Un sistema así denotado cuenta con “n” ecuaciones y “m” incógnitas, los valores 
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 se llaman coeficientes del sistema, los 
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 términos independientes del sistema y los 
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 incógnitas del sistema. La forma matricial sería:


[image: image5.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

Þ

=

n

m

nm

n

n

n

m

m

m

b

b

b

b

x

x

x

x

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

b

Ax

M

M

L

M

M

M

M

M

L

L

L

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

33

32

31

2

23

22

21

1

13

12

11


Cuando resolvemos un sistema de ecuaciones lineales podemos distinguir 3 situaciones, [2]
1. La matriz A es no singular (
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2. La matriz A es singular y 
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3. La matriz A es singular y 
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, entonces el sistema no tiene solución.

Los métodos que se emplean para resolver sistemas de ecuaciones lineales dependen en gran medida de la estructura de la matriz A, así por ejemplo: diremos que una matriz es cuadrada si 
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[image: image11.wmf]T

A

A

=

 y definida positiva si para todo vector 
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Los métodos para la resolución de sistemas lineales podemos dividirlos en 2 grupos: los directos y los iterativos.

Los métodos directos después de un número finito de pasos  conducen a la solución exacta del problema si se evitaran los errores de redondeo, es decir en una aritmética exacta. Estos métodos no son factibles para aplicarlos a sistemas grandes (miles o decenas de miles de ecuaciones) pues requieren un mayor número de operaciones y esto traería mayores errores de redondeo y consecuentemente inestabilidad en la solución, además los requerimientos de almacenamiento serían muy grandes.

 Consideremos el problema a resolver 
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 con N grande, por ejemplo tomemos 
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, [1]. Para el método de eliminación de Gauss, método directo  estándar en la solución de sistemas lineales, se estima que se requiere un almacenamiento del orden 
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. El número de operaciones en punto flotante para este mismo método se considera que es de 
[image: image23.wmf]3

3

8

N

 , así para 
[image: image24.wmf]1

N

 tendríamos 
[image: image25.wmf]16

10

*

17

,

4

 y 
[image: image26.wmf]17

10

*

15

,

9

 para 
[image: image27.wmf]2

N

. Si tenemos una computadora que realiza 
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 operaciones en punto flotante por segundo, considerada rápida para el estándar actual, encontrar la solución del sistema con dimensión 
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 tardaría más de 13 años corriendo a tiempo completo, y para uno con dimensión 
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 Si el sistema surge por ejemplo, de la discretización de una ecuación diferencial, la matriz A típicamente tiene grandes dimensiones y pocos valores distintos de ceros, para resolver sistemas con estas características no es factible utilizar métodos directos, para ello entonces se utilizan los métodos iterativos a los cuales dedicaré el próximo capítulo.

Capítulo 2  Métodos Iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales

Muchos de los grandes problemas que se plantean habitualmente en la industria y en la técnica conducen  a tener que resolver sistemas de ecuaciones  lineales muy grandes (miles o decenas de miles de ecuaciones e incógnitas), donde las matrices aunque de gran dimensión, tienen pocos componentes distintos de cero, tal es el caso de los problemas que surgen en el análisis y planificación de sistemas electrónicos de generación de transporte de energía , en problemas de contorno para ecuaciones en derivadas parciales, en análisis de estructuras mecánicas mediante elementos finitos, etc. 

Consideremos el problema a resolver  
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La aplicación en estos casos de métodos directos traería algunas dificultades como: mayores requerimientos de almacenamiento y  mayor número de operaciones. Una forma más clásica de resolver estos problemas de grandes dimensiones son los métodos iterativos.

2.1 Métodos Iterativos

Métodos Iterativos: Son aquellos que se basan en la construcción de una sucesión de vectores, que bajo ciertas condiciones converja a la solución exacta, es decir partiendo de una aproximación inicial de la solución 
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que converja a la solución del sistema. El cálculo de estas aproximaciones a la solución se realiza básicamente mediante  productos matriz-vector lo cual requiere en muchos casos poco costo computacional.

Los métodos iterativos son de programación sencilla pero la convergencia puede ser lenta. Éstos se emplean rara vez para resolver problemas de dimensiones pequeñas ya que el tiempo requerido para lograr una precisión suficiente excede al de las técnicas directas. 

Los métodos iterativos se clasifican en métodos estacionarios y no estacionarios, los primeros, más antiguos, simples y mejores de entender que los segundos que son a su vez más efectivos.

2.1.1 Métodos Estacionarios

De manera general estos pueden expresarse como: 
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donde 
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será equivalente a 
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. La elección particular de B (matriz de iteración) y c definirán cada método, donde se tiene en cuenta la descomposición de la matriz A como sigue [10] :
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 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]
· Método de Jacobi:
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, a la matriz B la llamaremos en esto caso matriz de Jacobi.

La expresión general del método quedará entonces:

                                      
[image: image49.wmf]i

m

j

j

i

ij

m

i

c

x

b

x

+

=

-

¹

å

)

(

)

1

(

)

(

                     
[image: image50.wmf])

3

.

2

(


donde                                      
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· Método de Gauss-Seidel

Para este método    
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  y llamaremos a B matriz de Gauss-Seidel.

La expresión general del método quedará entonces:
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· SOR (Método de sobre relajación sucesiva)

Este método surge con el fin de acelerar la convergencia del método de Gauss-Seidel  y para ello se introduce el parámetro 
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 para relajar la recurrencia en cada iteración.

Su expresión general tiene la forma:
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en este caso 
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 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf](
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 equivale al método de Gauss-Seidel.

De manera general estos métodos estacionarios convergen cuando  la matriz del sistema es de  diagonal dominante y lo hacen lentamente. 

2.1.2 Métodos No Estacionarios

Se consideran los más eficaces para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Estos métodos difieren de los estacionarios en que las variables contienen información que varía para cada iteración.

También se les llama métodos de minimización
. La mayoría de estas técnicas iterativas no estacionarias utilizan procesos de proyección, es decir extraen la solución  aproximada del sistema de un subespacio  
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Corrigiendo el valor de la aproximación inicial 
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Para encontrar una solución aproximada de 
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Escoger una sucesión de subespacios 
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 y aproximar 
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Sea 
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2.1.2.1 Estrategias para encontrar 
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1- Aproximación de Ritz-Galerkin:

Calcular 
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En este caso será necesario resolver el sistema lineal
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de dimensión 
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2- Aproximación al residual mínimo:
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aquí habría que resolver un problema de mínimos cuadrados, 
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3- Aproximación de Petrov-Galerkin.
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4- Aproximación del error mínimo

Calcular 
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En cada caso anterior se obtiene 
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 pueden ser generados de diferentes formas, nosotros estudiaremos los llamados subespacios de Krylov, los cuales poseen propiedades notables, convenientes para la aproximación de la solución de sistemas. A los métodos que se basan en la proyección sobre estos subespacios se les denomina “Métodos de los subespacios de Krylov”, estos aproximan 
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2.2 Subespacios de Krylov

De 
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[image: image142.wmf]1
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Recordemos que se define como polinomio minimal de una matriz (A)  al polinomio mónico (coeficiente  principal=1) p de menor grado tal que 
[image: image143.wmf](

)

0

=

A

p

.

Se define entonces el polinomio minimal de A como 
[image: image144.wmf](

)

å

=

=

d

j

j

j

m

0

l

a

l

 , donde 
[image: image145.wmf]l

  representa los valores propios de A 
, con 
[image: image146.wmf]0

0

¹

a

por ser A no singular, entonces  
[image: image147.wmf](

)

n

d

j

j

j

I

A

A

m

0

1

0

a

a

+

=

=

å

=

.  Multiplicando ésta ecuación por 
[image: image148.wmf]1

-

A

 obtenemos 
[image: image149.wmf]j

d

j

j

j

d

j

j

A

A

A

å

å

-

=

+

-

=

-

-

=

-

=

1

0

0

1

1

1

0

1

a

a

a

a

, 

y como se observa 
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De la expresión anterior queda claro entonces que 
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  de aquí se obtiene la definición de subespacio de Krylov .

Definición: Se define como l-ésimo subespacio de Krylov para un sistema de ecuaciones lineales con residual inicial 
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Los subespacios de Krylov cumplen con la condición 
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Finalmente como la solución 
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Para encontrar una aproximación de 
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 a partir del subespacio de Krylov se necesita una base de éste, para ello es común utilizar los procesos de ortogonalización de Arnoldi y Lanczos. [10]
2.2.1 Métodos de Arnoldi y Lanczos

La base que obviamente podemos obtener del subespacio 
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 puede hacerse rápidamente muy grande o muy pequeño dependiendo de la norma de A, normalizarla ocasiona  frecuentemente que ésta tienda rápidamente al vector propio dominante de A y como resultado los vectores sean linealmente dependientes.

Una base ortonormal podría resolver este problema, para esto se construirá una base ortonormal   
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, con  C matriz de Hessenberg superior, 
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 es el que llamamos “Método de Arnoldi”. 

Si A es simétrica el método se simplifica al ser H tridiagonal y simétrica, denotemos por 
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Al método  que calcula 
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  lo llamamos “Método de  Lanczos”. 

2.2.2 Métodos de subespacios de Krylov

Siguiendo la segunda estrategia (aproximación al residual mínimo), para el cálculo de 
[image: image187.wmf]l
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 se llega al método GMRES (Generalized Minimal Residual) generalización del residuo mínimo el cual es aplicable para A no simétrica. Este método tiene alto costo computacional que va creciendo en cada iteración pues se necesitan todos los vectores  bases 
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Si A es simétrica, entonces se obtiene una variante de GMRES nombrada MINRES (Minimum Residual ) Residual Mínimo. Para este caso la matriz no  necesita ser definida positiva y disminuye el costo computacional ya que al calcular un vector base  
[image: image190.wmf]l
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Existen además otros métodos de los subespacios de Krylov como son: QMR  (Quasi-Minimal Residual), SYMMLQ (Symmetric LQ Method ), BICG (Biconjugate Gradient).

 Pero entre los más antiguos y populares métodos de los  subespacios de Krylov está el  Método de Gradiente Conjugado [4]

 REF _Ref44411624 \r \h 
 \* MERGEFORMAT [10]

 REF _Ref44411779 \r \h 
 \* MERGEFORMAT [11], que constituye el objetivo principal de nuestro trabajo. Éste se utiliza para resolver sistemas lineales cuando la matriz  A  es simétrica y definida-positiva, un estudio más profundo del mismo se hará en el capítulo siguiente.

Capítulo 3 Gradiente conjugado con precondicionamiento
El advenimiento de las computadoras electrónicas a mediados del siglo 20 estimuló el rápido desarrollo de algoritmos numéricos que pudieran aplicarse a problemas computacionales de mucha más dificultad que los que podían resolverse hasta ese momento. Por ese entonces Magnus Hestenes y Eduard Stiefel utilizaban 2 tipos de algoritmos para resolver sistemas de ecuaciones lineales, uno tenía la dificultad de requerir gran costo computacional (n3)  donde n es la cantidad de incógnitas en el problema y el otro algoritmo por su parte tenía la dificultad de requerir mucho tiempo para llegar  a la solución. Un trabajo conjunto de estos dos científicos en busca de perfeccionar estos algoritmos condujo al desarrollo del método “Gradiente Conjugado” en el año 1952 [6].

Este método es muy efectivo en la resolución de sistemas de ecuaciones cuando A es una matriz cuadrada, simétrica y definida-positiva.      

Como se vio en el capítulo anterior en el epígrafe 2.2.1, la transformación  

                                    
[image: image191.wmf]H

AQ

Q

T

=

                          
[image: image192.wmf](

)

1

.

3


convierte a la matriz A en una matriz de Hessenberg superior (H) y para el, caso de A simétrica H será una matriz tridiagonal (T) que se expresa como

 
[image: image193.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

l

l

l

l

T

a

b

b

b

b

a

O

O

O

O

1

1

1

    , la descomposición de Cholesky de la matriz 
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con 
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  matriz triangular inferior, no singular y además bidiagonal por ser 
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[image: image199.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

=

l

l

l

l

T

l

l

l

a

b

b

a

a

b

b

a

B

B

T

O

O

O

O

O

O

1

1

1

1

, consecuentemente resolver el sistema 
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Utilizando la aproximación de Ritz-Galerkin para buscar el valor aproximado de 
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quedará resolver  
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Se puede aprovechar la simplicidad con que pueden ser resueltos estos sistemas, lo cual depende de una modificación en el cómputo de 
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 para el caso del método del gradiente conjugado,  esto será posible teniendo no solo la norma de los residuos sino los residuos en si. Esta transformación consiste en diagonalizar T.[1]
Siguiendo las declaraciones y notaciones dadas para 
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Teorema 3.1
Existe una matriz diagonal 
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Las columnas de 
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 difieren de las de 
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De acuerdo con  la definición de 
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de aquí que quede en evidencia que los vectores columnas de 
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 son A-ortogonales. Además     
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y si 
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Evaluando sucesivamente 
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 obtenemos una recursión para el cálculo de los valores 
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Entonces           
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El método gradiente conjugado quedará entonces: [1]
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Algoritmo 3.1

Como se mencionó anteriormente los métodos  no estacionarios  también son conocidos como métodos de minimización y esto de debe precisamente al enfoque de optimización que les podemos dar.

3.1 Enfoque de Optimización.

Consideremos la función cuadrática  
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donde 
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 un escalar. Por definición una función alcanza su valor mínimo en el punto en que la derivada de ésta se anula.
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Como se asumió A simétrica (
[image: image280.wmf]T

A

A

=

), 
[image: image281.wmf])

11

.

3

(

 se simplificaría  quedando:
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Igualando a cero 
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 se obtiene la expresión del sistema de ecuaciones con A como matriz del sistema, b vector independiente y x vector solución, luego podemos asegurar que buscando el mínimo de 
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 encontraremos la solución del sistema (
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 es el método de máximo descenso. Tomando un punto 
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 Llamaremos “Búsqueda en la recta” al procedimiento que calcula el valor de 
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, de manera general podemos plantear por lo visto hasta ahora que 
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 se puede arribar al valor de 
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De manera general entonces podemos plantear que el método del máximo descenso  busca la solución de 
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 teniendo en cuenta la siguiente  secuencia de iteración 
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en analogía con 
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El método de máximo descenso en ocasiones mantiene el paso en una dirección ya tomada, con el objetivo de mejorar en este aspecto es que se llega a plantear el método del gradiente conjugado como se explica a continuación.

Una primera idea consiste en escoger un conjunto de direcciones 
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Figura 3.1 Método de direcciones ortogonales

De manera general para cada paso buscaremos un punto de la siguiente manera:
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Para buscar el valor de 
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 , usaremos el hecho de que 
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Esta expresión desafortunadamente no la podemos utilizar porque no se conoce el valor de 
[image: image324.wmf]i
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, si lo conociéramos el problema ya estaría resuelto.

Una segunda idea entonces nos conduciría a escoger un conjunto de direcciones 
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, ésta nueva condición de ortogonalidad es equivalente a buscar un punto de mínimo a lo largo de la dirección 
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 llegamos al valor de 
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Siguiendo el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt se obtiene el conjunto direcciones 
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Al igual que con máximo descenso se utilizan los residuales para construir la dirección de búsqueda de la solución. Todos los residuales son ortogonales entre si, ya que cada uno de ellos es ortogonal al subespacio creado por los vectores de búsqueda que le anteceden, de ahí que 
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Esta relación entre los residuales nos lleva a simplificar 
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  al obtener la siguiente expresión para 
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Usando la notación 
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 podemos simplificar más aun siendo:
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Con el enfoque de optimización que se ha dado hasta aquí y algunas consideraciones que se explicarán seguidamente, el método de gradiente conjugado quedará:[11]
[image: image398.wmf]l


Algoritmo 3.2

Cuando los métodos de máximo descenso y gradiente conjugado alcanzan el punto de mínimo con la tolerancia deseada, el residual se aproxima a cero y  al evaluar las expresiones 
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 o 
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 en la iteración siguiente puede ocasionar una división por cero, esto indica que debemos parar cuando el residual es cero. 

Cada cierto número de pasos el valor del residual se actualiza como 
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  ya que la acumulación de errores de redondeo  en la formulación recursiva 
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 puede ocasionar que el residual tome valor cero incorrectamente.

3.2 Análisis de Convergencia

Las propiedades de convergencia del Gradiente conjugado están estrechamente vinculadas a la distribución de los valores propios de la matriz A. De manera general podemos decir que convergerá rápidamente si los valores propios de  A están agrupados cerca de 1 o si el número de condición ésta próximo a 1, de no ser así puede converger lentamente o no converger. 

Para el caso de matrices simétricas y definidas-positivas podemos acotar el residual  como sigue:
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donde  
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 denota el número de condición de la matriz A.

Los métodos iterativos se combinan con precondicionamiento con el fin de alcanzar una convergencia más rápida.

 3.3 Precondicionamiento

Precondicionar un sistema consiste en transformar  el sistema original 
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en uno con la misma solución, esto sería, en lugar de resolver 
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 resolveríamos  el nuevo sistema 
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tal que 
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 sea mejor condicionada que A, es decir que sus valores propios estén agrupados cercanos a 1, asegurando así la convergencia del método iterativo empleado en su resolución. A la matriz 
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 le llamaremos precondicionador de A. Las matrices M o M-1 (según el caso), se escogen teniendo en cuenta las siguientes condiciones:

· M-1  este próxima a  A-1  en algún sentido

· Su cálculo no sea muy costoso

· Y el sistema 
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 sea mucho más fácil de resolver  que  el sistema original para cuando hay que calcular M. [1]
Aún cuando M sea simétrica y definida positiva, 
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 puede no serlo. Esta dificultad puede ser prevenida ya que para toda matriz simétrica y definida-positiva M, existe una matriz E (no necesariamente única) que tiene la propiedad que 
[image: image360.wmf]T

EE

M

=

 (E puede ser obtenida por ejemplo mediante la factorización de Cholesky). Las matrices 
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  tienen  los mismos valores propios y por consiguiente igual número de condición, denotemos por  v al vector propio de  
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El sistema original entonces  lo transformaremos en:
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 es simétrica y definida-positiva. A la expresión anterior se llega  modificando 
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  como sigue:
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 EMBED Equation.3  [image: image373.wmf]
EL proceso que se sigue para resolver el nuevo sistema 
[image: image374.wmf])
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 es el siguiente:
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Como puede verse este procedimiento es equivalente al Algoritmo 3.2 dado anteriormente para gradiente conjugado, ésta vez aplicado al sistema (3.22).

Este  tiene una característica no atrayente ya que E debe ser calculada, esto se resuelve con las sustituciones de variables 
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  y usando las igualdades 
[image: image376.wmf]     

       

      y   

1

1

ˆ

-

-

=

=

M

E

E

x

E

x

T

i

T

i

, derivándose el proceso anterior en:
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De ésta forma se obtiene el Algoritmo que describe  el método de gradiente conjugado con precondicionamiento, quedando expresado así:[11]
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Encontrar un buen precondicionador  es un hecho decisivo al aplicar un método iterativo. A continuación veremos algunas formas de encontrar M.

3.3.1 Estrategias de Precondicionamiento.

Una de las clasificaciones que se da a los precondicionadores es aquella que los divide en algebraicos y multinivel. Los algebraicos dependen solo de la estructura algebraica de la matriz A, también suelen llamarse a posteriori ya que solo dependen de la matriz de coeficientes y no de los detalles del proceso de construcción del sistema lineal. Ejemplos típicos de los precondicionadores algebraicos son las factorizaciones incompletas  como Cholesky y LU, así como escalado diagonal de la matriz. 
Los precondicionadores multinivel son menos generales ya que dependen del conocimiento del proceso que dio lugar al sistema, éstos se califican como a priori ya que dependen de la información que dio lugar a la matriz, más que de la matriz en si.

El mayor rendimiento se consigue con los precondicionadores multinivel, ya que muchos de ellos consiguen una tasa de convergencia óptima

Dentro de los precondicionadores algebraicos el más simple consiste en la matriz diagonal  cuyos elementos de la diagonal son los mismos que la matriz A, al proceso de aplicar este precondicionador se conoce como Precondicionador  diagonal o Precondicionador de Jacobi.  Evidentemente una matriz diagonal es muy fácil de invertir  pero desafortunadamente estos precondicionadores  con frecuencia no resultan buenos en la aceleración de la convergencia.[11]
Varias clases de precondicionadores están basados en factorizaciones incompletas de la matriz del sistema de la forma 
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 con L matriz triangular inferior y U triangular superior. Tal es el caso por ejemplo del precondicionador de Cholesky Incompleto.

 La factorización de Cholesky es una técnica para factorizar una matriz  A de la forma 
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, donde L es una matriz triangular inferior, ésta es solo válida para matrices simétricas y definidas positivas. La factorización incompleta de Cholesky  es una variante que aproxima por 
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, donde 
[image: image380.wmf]L

ˆ

 tendrá la misma  estructura que A en cuanto a elementos distintos de cero.

Los precondicionadores de Cholesky Incompleto y Jacobi serán los que implementaremos en este trabajo.

Capítulo 4  Implementación

Cuando se escribe un programa, un sistema, una colección de rutinas, se debe tener en cuenta que otra persona usará el sistema por lo que es necesario que la interacción con ese usuario final sea amigable.

En este trabajo se desarrolló una aplicación con ayuda de una interfaz interactiva que permite resolver sistemas de ecuaciones lineales con matrices  simétricas y definidas positivas, mediante el método “Gradiente conjugado”. 

La aplicación cuenta con una ventana principal para la elección del método a utilizar, en este caso solo ésta programado el de gradiente conjugado, se contempla la elección de otro método para una versión futura. Cuenta además con 2 ventanas para la entrada de datos, una para los datos principales (Figura 4.1) y  otra para datos adicionales, la de datos principales contiene lo referente a la matriz del sistema y el vector de los términos independiente que son lo mínimo que se requiere para aplicar un método de resolución de sistemas lineales, en ésta  también existe un menú con las opciones de ver el número de condición de la matriz y además ver una imagen que muestra la estructura de la matriz.

En ocasiones conocemos la estructura de la matriz y resulta muy conveniente tener una función que efectúe el producto de ésta por un vector en lugar de almacenarla en memoria, ésta es la razón por la que para entrar la matriz del sistema brindamos las opciones de localizar dicha función o el fichero que contiene la matriz.  Los datos que se carga de fichero, ya sean en este caso la matriz del sistema o el vector independiente deben estar almacenados en un archivo de datos de matlab (de extensión mat) y además estar nombrados como A y b respectivamente.

[image: image381.png]Bl batos Iniciales ()

Ver estructura de la matriz
Condicon de la matriz seleccianada

"Pafa GECUIAF I TEo seleccionado se requieren como datos
tnirimos hecesarios Ia matriz del sistema(a) y el vector independiente(b)

Datos sobre la matriz del sistema(4)  ——

 La matriz se encuentra en un fichero de datos

€ Se efectua el producto de la matriz por un vector por medio de una funcion

Datos sobre el vector independiente (h)

Buscar fichero que cotiene el vector b

Fjecutar Datos Adicionales Salir




Figura 4.1 Vista de la ventana de entrada de datos principal

La ventana de datos adicionales (Figura 4.2) se divide en 2 grupos, uno para la entrada de datos más comunes y otro para datos más avanzados, en el primer grupo se encuentran las condiciones de parada como cantidad de iteraciones o tolerancia (en este caso la habitual para el método que es con respecto a la norma 2 de los residuales 
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 ), la aproximación inicial de la solución  y la matriz de precondicionamiento que se desee utilizar. El segundo apartado de datos avanzados contempla la cantidad de pasos del algoritmo que se deben esperar para corregir el valor del residual.

Cada uno de estos parámetros tiene un valor por defecto que se muestra en el edit correspondiente.
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Figura 4.2 Vista de la ventana de entrada de datos adicionales

Para la programación de la función se aprovechó el código de la función pcg de matlab, programada de manera bastante eficiente, a ésta se le adicionó como parámetro el valor para la corrección del residual y se introdujo el cambio respectivo a la función resultante.  Las funciones iterapp, itermsg e iterchk  programadas conjuntamente con la función pcg fueron utilizadas también, la primera para efectuar el producto de la matriz por un vector mediante la función definida para esto, la segunda para dar información sobre el fin de la ejecución del método gradiente conjugado y la última para determinar si se entró la matriz explícitamente o una función para operar con ella.

Para precondicionar el sistema se tuvo en cuenta el precondicionador de Jacobi y el de Cholesky incompleto , para este último se utilizó la función cholinc de matlab  a la cual se le pasa como parámetro la matriz y una tolerancia necesaria para la descomposición incompleta de ésta, el precondicionador de Jacobi si se programó   para la aplicación.

En la ventana de datos principal como ya se mencionó  se ofrecen las opciones de ver la estructura de la matriz  así como su número de condición, para esto nos apoyamos en las funciones spy  para el primer caso y para el segundo cond o condest  según la matriz fuera o no sparse 

La ventana que muestra la solución  alcanzada durante la ejecución del método tiene la opción de ver  un gráfico de tolerancia contra cantidad de iteraciones que nos da idea de cual fue el comportamiento del método, esto se logró con la función plot  de matlab.

La aplicación se desarrolló apoyándose en la interfaz grafica de usuario (GUI) de la versión 6.5 del paquete de software MatLab (Matrix Laboratory).

MatLab es un programa interactivo para cálculo numérico y tratamiento de datos. Contiene muchas herramientas y utilidades que permiten además diversas funcionalidades, como la presentación gráfica en 2 y 3 dimensiones, contando también con un potente lenguaje de programación.

Los GUI nos permiten crear botones, menús, edit  y otros objetos para el intercambio de información con el usuario. La primera vez que se crea o se corre un GUI se crean 2 tipos de ficheros uno de extensión m y uno de extensión fig, el .fig contiene una descripción completa del diseño de la figura y las componentes de la interfaz gráfica (botones, menús, etc) y el .m contiene el conjunto de funciones asociadas a cada objeto que son las que se programan para responder a cada acción que se realice sobre éstos.

CAPITULO 5  Resultados de la Aplicación

Para mostrar algunos resultados se tomará una muestra de sistemas con matrices de características diferentes.

Caso1:

Este primer caso cuenta con una matriz  que tiene un  número de condición 3.058770*105, por lo que podemos considerarla mal condicionada. La figura 1.1 muestra un esbozo de la estructura de ésta. De los 3844 elementos que  tiene solo 1306 son distintos de cero. 
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Figura 5.1 Esbozo de la estructura de la matriz Caso1

  Sin alterar el valor de tolerancia por defecto (10-6) se necesitan 120 iteraciones para alcanzar la convergencia, esto sin utilizar precondicionamiento, utilizando el precondicionador de Jacobi se logra converger en 81 iteraciones y con el de Cholesky Incompleto con tolerancia 1 se necesitan 93 iteraciones (Figuras 5.2 a y b)
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                                  (a)                                                                         (b)

Figura 5.2 Gradiente Conjugado con  Precondicionamiento de Jacobi (a) y Cholesky Incompleto con tolerancia 1 (b) aplicado a la matriz caso1.

Ambos precondicionadores cumplieron la función de mejorar la condición de la matriz original y con ello lograr acelerar la convergencia en cierta medida, otra clase de precondicionador quizás sería más efectivo.

Caso 2:

La nueva matriz  proviene de la discretización por el método de Elementos Finitos de una ecuación de Poisson , utilizando una malla cuadrada de 10x10 nodos.

La ecuación de Poisson puede modelar diferentes procesos, como distribución estacionaria del calor, ecuación estática del movimiento, etc.

 La matriz tiene 10000 elementos de los cuales sólo 460 son distintos de cero y un número de condición 69,86337 más pequeño que en el caso anterior (Figura 5.3)
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 Figura 5.3 Estructura de la matriz caso2

En este caso la convergencia se alcanza en 27 iteraciones para el caso del sistema precondicionado y sin precondicionar, es decir no mejora con el precondicionamiento.

Caso 3:

Esta matriz se obtiene al aplicar el método de elementos finitos a una ecuación elíptica bidimensional, tomando como elemento de discretización un cuadrilátero de 8 nodos. 

Es una matriz sparse de dimensión 133, de sus 17689 elementos 1789 son distintos de cero y su número de condición es 3996 (Figura 5.4).
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 Figura 5.4 Estructura de la matriz caso 3

El método de gradiente conjugado sin precondicionar aplicado al sistema anterior requiere efectuar 101 iteraciones, reduciéndose a 48 con el  precondicionador de Cholesky incompleto  y a 28 con el precondicionador de Jacobi (Figura 5.5).
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                                  (a)                                                                               (b)

Figura 5.5 Gradiente Conjugado con  Precondicionamiento de Jacobi (a) y Cholesky Incompleto con tolerancia 1 (b) aplicado a la matriz caso1.

En este caso es notable la mejoría usando precondicionamiento.

Caso 4: 

En este caso la matriz proviene de la aplicación del método de diferencias finitas a un problema de fronteras para una ecuación de Laplace bidimensional con coeficientes discontinuos. La matriz es de dimensión 49, con número de condición bien pequeño 1,5 y de sus 2401 elementos solo 145 son distintos de cero (Ver Figura 5.6).
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   Figura 5.6 Estructura de la matriz caso 4.

La convergencia se alcanzó para el caso precondicionado en 4 iteraciones e igual número utilizando el precondicionador de Cholesky Incompleto, para el caso del precondicionador de Jacobi disminuye en una iteración. (Ver Figura 5.7)
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(a) (b)

Figura 5.7 Gradiente Conjugado con precondicionamiento de Jacobi (a) y precondicionamiento de Cholesky Incompleto (b).

CONCLUSIONES

Se estudió con profundidad el método “Gradiente Conjugado” y el uso de los precondicionadores para el caso de matrices mal condicionadas. 

Se desarrolló una aplicación con una interfaz fácil de manipular que incluye la mejora de la implementación del Gradiente Conjugado con que cuenta MatLab, la implementación de los precondicionadores de Jacobi y Cholesky Incompleto.

Se realizó una experimentación numérica (4 casos) para comparar los métodos citados, utilizando matrices provenientes de diferentes aplicaciones. Para todos los casos el precondicionador de Jacobi fue más efectivo, en el primero el sistema está muy mal condicionado y se nota la mejora al aplicar precondicionador , aunque quizás otra clase de precondicionador  resulte más efectiva; el segundo caso es de menor condición y no hubo mejoras al precondicionar.  En el caso 3 es más notable la mejoría en la convergencia al precondicionar el sistema, su número de condición también es bastante elevado aunque no como el caso1. En el último caso la matriz está muy bien condicionada y se alcanza la convergencia en solo 4 pasos, el precondicionador de Jacobi  redujo la cantidad de iteraciones a 3, no así con Cholesky incompleto que tardó 4 iteraciones en converger.
RECOMENDACIONES

El trabajo presentado se considera concluido en su primera versión. En una revisión posterior deberán tenerse en cuenta los siguientes aspectos.

1- Incluir la implementación de los restantes métodos iterativos no estacionarios que aparecen en la ventana principal de la aplicación, agregando si se desea algún otro método que no este aquí incluido.

2- Incluir otras técnicas de precondicionamiento, de mayor complejidad, podrían ser algunas multinivel.

3- Ampliar la experimentación numérica.
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� A los métodos iterativos no estacionarios  también se les conoce como métodos de minimización por lo siguiente:


Teorema: Sea  A una matriz simétrica y definida positiva. La solución � EMBED Equation.3  ���de la ecuación � EMBED Equation.3  ��� es el vector para el cual la forma cuadrática � EMBED Equation.3  ���   alcanza su mínimo, cuyo valor es: � EMBED Equation.3  ���.





� Diremos que � EMBED Equation.3  ��� es un valor propio de A si y sólo si  � EMBED Equation.3  ��� y éste se define como sigue:


Definición: Sea � EMBED Equation.3  ���una matriz cuadrada de dimensión N , � EMBED Equation.3  ���, es un valor propio de A si existe  � EMBED Equation.3  ��� no nulo ,  tal que :


� EMBED Equation.3  ���


y  v  será un vector propio asociado  al valor propio � EMBED Equation.3  ���.





� Sparse es una función de matlab que almacena los datos en una estructura diferente con el objetivo de ahorrar memoria, esta es de gran utilidad cuando las matrices tiene gran cantidad de ceros, por ejemplo si denotamos por A a la matriz identidad de dimensión 1000 , A requiere 8000000 bytes  para su almacenamiento en memoria  y si la convertimos en sparse por medio de la instrucción A=sparse(A) entonces  requiere solo 16004 bytes, mucho menos que de la otra forma.
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