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Objetivos:

Que conozcan:

1. Los conceptos de: aplicación lineal entre e.v, matriz asociada a una aplicación lineal,  

2. Como aplicar las propiedades fundamentales de las a.l.

3.  Como calcular la matriz asociada a una aplicación lineal.

Hasta el momento nos hemos interesado fundamentalmente por el análisis de situaciones diversas dentro de un espacio vectorial aislado y en este momento ya tenemos necesidad de establecer conexiones entre diferentes espacios vectoriales.

Este tipo de conexiones entre diferentes espacios está presente en el planteamiento de un sistema lineal de m ecuaciones con n incógnitas AX =B en el cual se establece una relación entre vectores de Rm (términos independientes) y  vectores de Rn (soluciones).

Concepto de aplicación lineal entre dos espacio vectorial.

Definición.

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre R. La aplicación f: E → F se dice lineal si verifica las siguientes propiedades:

i) (x, y ( E     f(x+y)=f(x)+f(y)

ii)  ((( R,  x( E     f((x)= (f(x)

En el caso en que E=F,    f se denomina endomorfismo u operador lineal de E. Si la aplicación además de ser lineal es biyectiva se dice que es un isomorfismo. 

Ejemplos:

1 La aplicación f: E→ F definida por  f(x)=0F (Nota: pondremos 0F para destacar que estamos hablando del 0 de F) para todo x (E 

esta aplicación se denomina aplicación lineal nula de E en F.

 (x, y ( E     f(x+y)=0F y f(x)+f(y)= 0F +0F=0F
  ((( R,  x( E     f((x)= 0F y  (f(x)= (0F=0F
2 L aplicación  idE: E →E es un endomorfismo de E 

(x, y ( E     idE (x+y)= x+y= idE (x)+idE (y)

((( R,  x( E     idE ((x)= ((x)=( idE (x)

se conoce como aplicación identidad de E.
3. En el espacio vectorial de los vectores geométricos del plano con origen común, toda homotecia es una aplicación lineal.

h(:V →V   homotecia de razón (.

h((u)= (u

 (u, v (V   h((u+v)= ((u+v)= (u+(v= h((u)+ h((v)  

 ((( R,  u( V     h(((u)= (((u)= ( h((u)

4. D: C’(R, R) →F(R, R)   (aplicación del espacio vectorial de las funciones derivables reales de variable real, en el e.v. de las funciones reales de variable real tal que a cada función le corresponde su derivada). También es lineal.

(f, g ( C’(R,R)      D(f+g)=D(f)+D(g)

((( R,  f( C’(R,R)      D((f)= (D(f)

5. Si A es una matriz de tamaño  mxn entonces la aplicación f: Rn →Rm definida por: 

f(X)=AX  es lineal

(X, Y ( Rn    f(X+Y)=A(X+Y)=AX+AY=f(X)+f(Y)

((( R,  X(Rn     f((X)=A((X)= (AX=(f(X).

Propiedades elementales de las aplicaciones lineales.

· Si f es una aplicación lineal entre los espacios vectoriales E y F entonces f (0E)=0F. 

Demostración.

Supongamos que  f es lineal y probemos que  f (0E)=0F.

f(0E)=f(0x)=0f(x) (por ser f lineal) y como F es un e.v. 0f(x)=0F de ahí que

f(0E)= 0F.
Esta es una condición necesaria pero no suficiente.

Por ejemplo la aplicación 
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se cumple que f (0)=0  y sin embargo no es lineal, puesto que 
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no  cumple la condición necesaria pues  f (0,0)=(1,1,)  por tanto, f no es lineal.

· Una aplicación f de E en F es lineal si y solo si cualesquiera sean (,((R y x, y (R se cumple que 

f((x+(y)= (f(x)+(f(y).

Es decir si transforma c.l. en c.l. con los mismos coeficientes.

Aplicación lineal con valores prefijados en una base de su dominio.

Quedamos entonces en que una aplicación lineal es aquella que permite conectar, de modo satisfactorio, desde el punto de vista algebraico diferentes espacios vectoriales. Pero ¿es siempre posible encontrar una aplicación lineal que relacione dos espacios vectoriales cualesquiera E y F?

Teorema.

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre R y sea (a1,a2,…,an) una base de E. Entonces cualquiera sea el sistema de vectores de F,  (u1,u2,…,un), existe una única aplicación lineal f de E en F tal que f(ai)=ui para todo i=1,…,n.

Demostración

Como (a1,a2,…,an) es una base de E, para todo vector x(E existen escalares únicos (1,2,…,n) tales que x= 1,a1 + 2 a2+…+nan definamos f:E →F f(x)=1,u1 + 2 u2+…+nun  como los (i son únicos para cada x, la aplicación está bien definida. Además como ai=a1 +  a2+…+1ai+---.+an tenemos que

f(ai)= u1 +  u2+…+1ui+---.+un=ui      y esto se cumple para todo i=1,…,n.

Se puede probar fácilmente que la aplicación f así definida es lineal y se deja propuesta como ejercicio.

Esa aplicación es única pues si hubiese otra aplicación lineal g: E→F tal que 

g (ai)=ui    para todo i=1,…,n   tendríamos que: 

g(x)=g (1a1 + 2 a2+…+nan)=1u1+2u2+…+nun=f(x)  para todo x(E por lo que ambas aplicaciones tienen que coincidir.

Notemos que la demostración realizada permite concluir que para definir una aplicación lineal sobre un e.v. E basta definirla sobre una base del mismo, pudiendo ser totalmente arbitrarios los valores que se le asignan a los elementos de esa base.

Ejemplo.

Encontremos la aplicación lineal 
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 utilizando el procedimiento que nos brinda el teorema anterior.

Para determinar f (x, y) aplicamos el Teorema anterior, escribimos el vector 

(x, y) como combinación lineal de la base B= ((1,2),(2,3)), y se obtiene:
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de donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineales:
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, cuya solución es: 
[image: image8.wmf]1

3x2y

l=-+

   
[image: image9.wmf]2

2xy

l=-


Luego: 
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Y 
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A modo de conclusión podemos decir que es posible reconstruir completamente una aplicación lineal cuando se conocen sus imágenes sobre una base de su dominio.

Teorema

Si T: E→F es lineal y T(ai)=ui para todo i=1,…,n donde (a1,a2,…,an) es una base de E y (u1,u2,…,un) es un sistema de vectores de F. Entonces:

· T es inyectiva ( (u1,u2,…,un) es l.i.

· T es sobreyectiva ( (u1,u2,…,un) es s.g. de F.

· T es biyectiva ( (u1,u2,…,un) es una base de F.

Ejemplo

 La aplicación  f: R3(R2 tal que 

f((1,1,1))=(1,2)

f((1,1,0))= (1,3)

f((1,0,0))= (1,1) 

Es una aplicación lineal sobreyectiva pero no inyectiva porque el sistema de vectores de R2  ((1,2), (1,3), (1,1)) es un sistema generador de R2 pero no es un sistema l.i.

Trataremos de ver ahora que elementos se precisan para, prefijada una base  del dominio de la aplicación,  determinar completamente sus imágenes  en el espacio de llegada.

Matriz asociada a una aplicación lineal

Sea f :E→F una aplicación lineal, supongamos sin perdida de generalidad que  dimE= 4 y dimF=3  prefijemos una base A=(a1,a2,a3,a4) de E y una base B=(b1,b2,b3) de F. 

Ahora como f(ai) (F para todo i, estos pueden ser expresados como combinación lineal de los bj. Es decir: 
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como 

f(x)= f(1a1 + 2 a2+3 a3+4a4) = 1f(a1) + 2 f(a2) +3 f(a3)+4f(a4)  

sustituyendo tenemos
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agrupando en b1, b2 y b3 tenemos que:
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Observemos que el vector de coordenadas de f(x) en la base (bj) es:
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y eso no es más que el producto de una matriz por el vector de coordenadas de x en la base A, veamos:
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La matriz 
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se conoce como matriz asociada a f con respecto a las base A del dominio y B del espacio de llegada y se denota por  M (f, A, B) es decir
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y tenemos que:
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Observación:

1. La matriz tiene tantas filas como dimensión tiene F y tantas columnas como dimensión tiene E. Así si dimE=n  y  dimF=m  la matriz tiene tamaño mxn.

2. Si f es un endomorfismo, la matriz asociada es una matriz cuadrada y en este caso se acostumbra a utilizar la misma base, aunque pueden ser utilizadas dos bases diferentes.

3. El procedimiento para hallar esta matriz consiste en:

· Hallar las imágenes de los vectores de la base A del domino.

· Expresar estas imágenes como combinación lineal de los vectores de la base B del espacio de llegada.

· Colocar ordenadamente en columnas los escalares obtenidos.

Ejemplos

1. Consideremos la aplicación lineal 

f: R3 →R2 dada por f((x, y, z))=(x+y, y+z)

hallemos la matriz con respecto a las bases 

A=((1,1,0), (0,1,1),(0,0,1)) de R3 (dominio)

B= ((1,2), (2,3)) de R2  (espacio de llegada).

Entonces primero hallamos las imágenes por f de los elementos de A

f((1,1,0))=(2,1)

f((0,1,1))=(1,2)

f((0,0,1))=(0,1)

Ahora expresamos esas imágenes como c.l. de  los vectores de la base B. Para lo cual es mejor hacerlo de una vez para un elemento (c, d) arbitrario. 

(c, d)=( (1,2)+ ((2,3) lo que nos lleva al sistema

( +2(=c

2(+3 (=d

que tiene solución única: ( =c-2(2c-d)=-3c+2d       (=2c-d     (la verificación de este resultado se deja como ejercicio).

Luego 

(c,d)= (-3c+2d)(1,2)+ (2c-d) (2,3)

f((1,1,0))=(2,1)=-4 (1,2)+ 3(2,3)

f((0,1,1))=(1,2)= (1,2)+ 0(2,3)

f((0,0,1))=(0,1)=2 (1,2)-1(2,3)

Ahora ponemos en columnas las coordenadas halladas.
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2. La matriz asociada a la aplicación nula de E en F con respecto a cualquier par de bases de E y F es la matriz nula de tamaño mxn si dim E=n y  dim F=m.

0:E→F   x→0     A=(ai) i=1…n    B=(bj) i=1…m
0(a1)=0=0b1+0b2+....+0bm

0(a2)=0=0b1+0b2+....+0bm
.........................................

0(an)=0=0b1+0b2+....+0bm
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3. La matriz asociada al endomorfismo identidad de un espacio vectorial E de dimensión n con respecto a una misma base A de E es la matriz identidad de orden n.

id:E→E   x→x     A=(ai) i=1…n    

id(a1)= a1=1a1+0a2+....+0an

id(a2)= a2=0a1+1a2+....+0an
.........................................

id(an)= an =0a1+0a2+....+1an
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Ya sabemos que una aplicación lineal queda totalmente determinada cuando se conoce una representación matricial de la misma. Podemos ahora preguntar ¿cómo puede calcularse la imagen de un elemento en base a esta matriz?

Supongamos (sin pérdida de generalidad que dim E=4 dim F=3  y que  
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es la matriz de una aplicación lineal f con respecto a las bases A=(ai)i=1..3 y B=(bj)j=1…4 entonces cualquiera sea x perteneciente a E tendremos:

x=x1a1+x2a2+ x3a3+x4a4  

por lo que    f(x)=x1f( a1)+x2 f(a2)+ x3 f(a3)+x4 f(a4)  sustituyendo  cada f(ai) por su expresión en la base B tenemos:
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agrupando en b1, b2 y b3
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ahora podemos escribir el vector de coordenadas de f(x) en la base B
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y eso no es mas que 
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Lo que nos dice que el vector de coordenadas de f(x) en la base B no es mas que el producto de la matriz asociada por el vector de coordenadas de x en la base A.
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Ejemplo

Sea f:R3 →R2  Sean A=((1,1,0),(0,1,1),(0,0,1))  y  B=((1,2),(2,3)) de R3 y R2 respectivamente conocemos que la matriz asociada a esa aplicación con respecto a las bases A y B es: 
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busquemos la imagen del vector (1, 2,1) de R3 utilizando esta matriz.

Lo primero que tenemos que hacer es expresar el (1, 2,1) como c.l. de los elementos de la base A para encontrar su vector de coordenadas en esta base.

El vector es 
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Se proponen los cálculos como ejercicio.

Ahora postmultiplicamos la matriz M por ese vector y obtenemos el vector de coordenadas de f (1, 2,1) en la base B.
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para encontrar la imagen del (1,2,1) solo tenemos ahora que escribir la combinación lineal de los elementos de B con los coeficiente encontrados.
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Lo mismo que hicimos con el vector (1, 2, 1) lo podemos hacer con cualquier otro vector de R3 por lo que conociendo la matriz podemos reconstruir totalmente la aplicación.

.

Resumen

¿Cuándo una aplicación entre dos e.v. se dice que es lineal?

¿Qué se entiende por un endomorfismo de un e.v. E?

¿Cuándo decimos que una aplicación lineal es un isomorfismo?

¿Cual es el procedimiento para hallar la matriz asociada a una aplicación lineal f del e.v. E en el e.v. F con respecto a las bases A de E y B de F.

¿Qué tamaño tiene la matriz?

¿Existe una aplicación lineal f de R3 en R2  que sea inyectiva? ¿Por qué?

¿Cuál seria el procedimiento para reconstruir la función  f: E(F si lo que se conoce es la matriz de f con respecto a las bases A del dominio y B del espacio de llegada?

¿Cuál sería el procedimiento para encontrar la imagen de un elemento (1,2) de R2 por la función  f: R2 (R3 si lo que se conoce es la matriz de f con respecto a las bases A del dominio y B del espacio de llegada?

Lic. Manuel Rivero Díaz

Universidad “Oscar Lucero Moya”

_1141562471.unknown

_1141848259.unknown

_1141991760.unknown

_1143201160.unknown

_1143266795.unknown

_1143266837.unknown

_1143266946.unknown

_1143969243.unknown

_1143266885.unknown

_1143266816.unknown

_1143201193.unknown

_1141991795.unknown

_1141993998.unknown

_1141995670.unknown

_1141993675.unknown

_1141848720.unknown

_1141990773.unknown

_1141848612.unknown

_1141848266.unknown

_1141562710.unknown

_1141562963.unknown

_1141847622.unknown

_1141562819.unknown

_1141562590.unknown

_1141562638.unknown

_1141562514.unknown

_1141562173.unknown

_1141562396.unknown

_1141562458.unknown

_1141562292.unknown

_1106824668.unknown

_1141561746.unknown

_1098301162.unknown

_1106824636.unknown

