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RESUMEN: En el presente articulo se revisan las ecuaciones basicas que describen las vibraciones de una masa puntual.
Se resumen las tres situaciones posibles: sometidas a fuerzas elasticas, de amortiguamiento y externas. A continuacion, se
deducen las ecuaciones que describen las vibraciones en sistemas multimasa, adoptandose el método matricial de
diagonalizacion para la resolver el sistema resultante. Finalmente, a modo de ejemplo, se aplica el procedimiento a una
viga en voladizo, idealizada como un conjunto de masas puntuales, y se analizan los resultados obtenidos.
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ABSTRACT: The present paper begins analyzing the basic equations that describe the vibration of a punctual mass. Three
possible situations are studied: submitted to elastic forces, to damping forces and to external forces. Next, the equations
for the calculation of vibrations in multimass systems are deduced. The matrix diagonalizing method for the resolution of
the equations is described. Finally, as example, the procedure is applied to cantilever beam, and the results are discussed.
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1. Introduccién

Los métodos matriciales son una técnica muy frecuente para resolver sistemas de ecuaciones. Los
sistemas de ecuaciones surgen con frecuencia en los calculos de ingenieria; por ejemplo en redes
eléctricas, estructuras metalicas, redes de tuberias, etc. Ademas, los métodos matriciales estan
intimamente relacionados con los métodos por elementos finitos, hoy dia tan en auge. Muchos programas
de ingenieria asistida por ordenador (CAE), utilizan el calculo matricial. Parece procedente, por tanto,
revisar estos procedimientos de calculo que tan frecuentemente se deja en manos de software
especializado.

En la primera parte del trabajo se revisan las ecuaciones matematicas que rigen las vibraciones
mecanicas basicas. El método matricial permite calcular las frecuencias propias del sistema, asi como las
amplitudes de vibracion de cada una de las masas en que se ha idealizado. Uno de los aspectos mas
positivos del método, a nuestro juicio, es que aporta una buena comprension de los fenomenos de
vibraciones en sistemas multimasa. Se presta especial atencion a la interpretacion fisica de las ecuaciones
y resultados.

En la segunda parte del trabajo se aplica el método matricial para calcular de las frecuencias propias
en una viga. Se idealiza dicha viga como un conjunto de masas unidas por barras elasticas de constante
elastica k= 3EI/L’. Se han obtenido resultados bastante aceptables, teniendo en cuenta la simplicidad del
modelo (masas unidas por barras elasticas).

2. Ecuaciones que rigen las vibraciones en sistemas monomasa

Todo estudio sobre las vibraciones mecéanicas suele comenzar por un detallado
analisis de un sistema vibrador ideal compuesto por una masa puntual y un resorte sin
masa fijo en un extremo (Figura 2). Aplicando la ecuacion fundamental de la dinamica
(2 F = m.a) llegamos a una ecuacion diferencial homogénea cuya solucién esta
ampliamente estudiada en la bibliografia (French, 1997 y BishoP, Gladwel, et AL, i
1979). Ademas, existen tres variantes, segiin se considere o no amortiguamientos y
perturbaciones periodicas.
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Figura 2.1 Vibrador ideal libre
2.1. Vibracion libre

La ecuacion diferencial se puede escribir:
—klx=MI[x"
M k" +kx =0

n + 2 —
* w P U 0 (ec.2.1)

Donde se ha denominado:

a lo que resultara ser la frecuencia propia (rad/s).

2.2. Vibracion amortiguada

La ecuacion diferencial se puede escribir:

MIx"+RIx"+k[x=0



2.3.

2.4.

2.5.

n I 2
x't 2w, [k +w, [k =0
p (ec.2.2)
Donde se ha denominado:

P=R/2M

que resultara ser la frecuencia propia (rad/s).

w, =My> = P> [M =K/ M - R*[am?
que resultara ser la frecuencia real (rad/s).

Vibracion amortiguada y forzada

La ecuacion diferencial se puede escribir:

M X"+ RIk"+k[x = F.cos(w t)
e

Haciendo los cambios anteriores y ademas llamando f'= F/M.

X420 B +af = fTos(w ) (o2 %R y

Donde: %]
M: Masa del cuerpo.

o> J
K: Constante elastica del resorte. E

R: Constante amortiguamiento viscoso del resorte. Figura 2.2. Vibrador ideal

F.cos(we.t): Fuerza perturbadora periddica de frecuencia w,. amortiguado y forzado

Solucion para un sistema libre
La solucioén para un sistema libre (ec. 2.1) se expresa de cualquiera de las formas:

X = attos(w, )+ b Genlw, r)
X=X, Ed:os(a)p [T+a’)
Donde:
w =+K/M eslafrecuencia propia del sistema en rad/sg.

p

a, b, Xo, son constantes que se determinan por las condiciones iniciales.

Solucion para un sistema amortiguado.
La solucion para un sistema amortiguado (ec 2.2) se expresa de la forma:

X =", Etos(a)p T)+ 4 Etos(a)ep T+a)
Donde:
f

A=
Jle-of ) o

es la amplitud, y



@ = (M2 ~P" =|KIM~-R|4M

es la frecuencia real en rad/sg

2.6. Solucion para un sistema forzado

La solucion corresponde a un sistema con perturbacion periddica y con amortiguamiento (ec. 2.3), es
una ecuacion muy estudiada en ingenieria, y tiene varias soluciones. El caso mas interesante es aquel en
que se puede producir resonancia. Esto sucede cuando la frecuencia natural o propia (w,) y la frecuencia
perturbadora o externa (w,) son similares. La solucion es entonces de la forma:

X =™ 0¥, os(w, T)+ ATkos(w,, T +a) (ec. 2.4)
Donde:
A= S es la amplitud. (ec. 2.5)
2
e 04 +o &
W = \/ ME-p! = \/ K/ M—-R> / e es la frecuencia real (rad/s).
r P

La solucion (ec. 2.4) consta de dos sumandos. El primer término es una onda que se amortigua
rapidamente debido a la exponencial, se conoce como solucion transitoria. Cuando R > K se amortigua
rapidamente (movimiento sobreamortiguado). Cuando K > R se amortigua lentamente (movimiento
subamortiguado).

El segundo término es una onda de la misma frecuencia que la fuerza perturbadora pero con un
desfase respecto a ella, se conoce como solucion particular.

La informacion mas interesante esta en la amplitud de la solucion particular (ec. 2.5) que puede
tomar grandes valores, apareciendo el fenomeno conocido como de resonancia.

Para una mejor comprension, se suele expresar la amplitud de cualquiera de las formas siguientes,
segun se utilicen como datos radianes/sg o ciclos/sg.

F/M

\/(a)lzj —wez)z +(we DQ/M)

O bien:

F/M (),

. \/1+(a)e/a)p)4 +(a)e/a)p)2 0

(ec. 2.6)

—

RIM)* -2

Se observa que la amplitud (4) toma grandes valores cuando las frecuencias de las fuerzas externa
(we) y perturbadora (w),).estdn proximas.



2.7. Conclusiones

De lo expuesto anteriormente se llegan a las siguientes conclusiones:

¢ Un sistema monomasa vibrando libremente, tiene una frecuencia propia de vibracion que depende
de sus caracteristicas fisicas (M, K, R, para movimientos de traslacion) y se puede calcular
mediante la (ec. 2.5).

* Sometido a perturbaciones externas, seguird un movimiento vibratorio que en la mayoria de los
casos sera amortiguado, y que puede describirse como superposicion de la vibracion propia
amortiguada mas la vibracion forzada.

* Cuando existe una perturbacion periddica hay que realizar un estudio dindmico pues, cuando w, es
similar a w,, aparecen fenomenos de resonancia. Si bien la ecuacién del movimiento tiene cierta
complejidad (ec. 2.4), es facil calcular la Amplitud en resonancia mediante la ecuacién dada
(ec.2.6).

3. Analisis de vibraciones libres en sistemas multimasa
3.1. Modelizacion Sistemas Reales

Los sistemas reales se pueden modelizar como un conjunto de masas concentradas unidas por
elementos elasticos.

Por ejemplo, para estudiar las vibraciones de torsidon en lineas de ejes, se suele modelizar el sistema
compuesto por el motor, la linea de ejes, los engranajes y otras masas, como un conjunto de volantes de
inercia unidos por una barra elstica a la torsion (Espinosa de los Monteros, 1971).

A modo de ejemplo se pretende modelizar una cuerda elastica, como un conjunto de masas unidas
por resortes. El objetivo del estudio es describir el método matricial, deducir la forma genérica de las
ecuaciones y obtener conclusiones generales (French, 1997).

Aplicando las mismas ecuaciones que para una sola masa resulta el sistema de la fig.3.1:

myl”” + Kyl -K(y2-y1)=0
my2’’ + K(y2-yl) - K(y3-y2) =0
my3”’ + K(y3-y2) - K(y4-y3) =0
my4’’ + K(y4-y3) - K(y5-y4) =0
my5”” + K(y5-y4) - Ky5=0

=
= = | =
yi g2 w3 g ¥

myl”’+ 2Kyl -Ky2 =0
my2’” - Kyl + 2Ky2 Ky3 =0 Figura 3.1 Modelo idealizado de cuerda eléstica

my3’’ - Ky2 + 2Ky3 -Ky4 =0
my4’’ - Ky3 +2Ky4 -Ky5=0
my5”” - Ky4 +2Ky5=0

Suponiendo soluciones del tipo:  y;, = a;, Ben(&l)

La segunda derivada es: y! = a,a Ben(w)



-ma;w” + 2Ka, — Ka, = 0

-mazw2 -Ka; +2Ka, -Kaz; =0
-ma3w2 -Ka, +2Ka; -Kas =0 |::>
-ma4w2 -Kaz+2Kas - Kas; =0

Sustituyendo e identificando miembro a miembro:

(2K-mw?)a; — Ka, =0

-Ka; + (2K-mw2)a2 -Kaz; =0
- Ka, + 2K-mw?)az - Kas =0

-Kaz+ (2K-mw2)a4 -Kas=0

-ma5w2 -Kas+2Kas=0

El sistema se puede escribir también en forma matricial:

-K 0 0 0 ap le m a
2K K 0 0 a W’ m, a,
K 2K -K 0 |x|a]-- W3’ X ms X |z | =0
0 K 2K K| |ag Wi’ my 0y
0 0 K 2K| |as W’ ms as

Dado que las soluciones han de ser dependientes, las frecuencias se pueden calcular como los valores

de w’, que hacen cero el determinante. Estos valores se conocen como los autovalores o valores propios
de la matriz caracteristica (ec 3.1).

Deter.[K- W*MO=0 => Deter.JKM"-W? =0 (ec 3.1)

3.2. Conclusiones

De lo anteriormente expuesto se llegan a las siguientes conclusiones:

Al modelizar un sistema como un conjunto de masas concentradas
elasticos se obtiene una matriz caracteristica

unidas por elementos

Este tipo de ecuaciéon matricial es muy conocida en algebra. La matriz anteriorTK- W> MO
contiene mucha la informacion sobre las posibles formas naturales de vibrar de un sistema
multimasa.

Un sistema con N masas posee N formas y frecuencias naturales de vibrar (wi,wy,...w,). Las
frecuencias de vibracion son los valores propios de la matrizCK- W? MO y se pueden obtener
diagonalizando dicha matriz.

Las amplitudes relativas en resonancia se obtienen resolviendo el sistema [K- W> M(A)=0.

Para cada forma o modo de vibrar, las amplitudes tienen una distribucion caracteristica, que
viene dada por los vectores propios de la matriz. Es decir cada frecuencia propia w;, tiene
asociado un vector propio {a; }= (ai, ....,a; ,) que nos informa sobre las amplitudes basicas de
cada masa en el modo o frecuencia “i.”

4. Analisis de en sistemas multimasa con amortiguamiento y Fuerza perturbadora

El problema se aborda de forma similar. Aplicando a cada masa la ecuacion basica del movimiento

considerando fuerza elastica, f. de amortiguamiento y f. externa, (ec. 2.2), resulta el sistema:



Myl + R yl’ + Kyl -K(y2-yl) = F1. cos(We.t +21)

My2”’ +Ry2’ +K(y2-yl)-K(y3-y2)=  F2.cos(We.t + 22)

My3”’ + Ry3” + K(y3-y2)+K(y3-y4)=  F3.cos(We.t+2Z3) (ecs.4.1)
My4>’ + R y4’ - K(y3-y4)+tK(y4-y5)=  F4. cos(We.t + Z4)

My5”’ + Ry5’ - K(y4-y5)+Ky5 = F5. cos(We.t + 25)

La solucioén para una masa venia dada por la (ec. 2.4). Sustituir dicha ecuacién y sus derivadas en el
sistema anterior, da lugar a un sistema muy complejo. Se suelen hacer las siguientes simplificaciones:

*  Suponer el movimiento en estado estacionario, olvidandose de la situacion transitoria. Esto es
razonable pues la solucién transitoria se amortigua rapidamente.

*  Suponer que el sistema vibrara a la frecuencia de la fuerza perturbadora. Esto también parece
razonable pues trascurrido el periodo transitorio, la forma basica de vibrar la imponen las F.
externas. Ademas el caso que realmente interesa es aquel en que las frecuencias externas son
iguales o proximas a las naturales y por tanto hay resonancia.

*  Suponer que aparecen desfases, es decir que no todas las masas alcanzan la amplitud en el
mismo instante. Este es un hecho comprobado cuando hay amortiguamientos y fuerzas externas,
y que habiamos omitido en el caso del sistema libre.

Por tanto, la ecuacion que representa la solucion para una masa, debe contener ahora un desfase:
y=a.sen(wt +f). Se suele utilizar la notacién compleja para sistematizar el calculo, (Espinosa de los
monteros, 1971 y Bishop, Gladwel, et al., 1979). La solucion sera de la forma: y=(a + bj)e’™". Por idéntico
motivo las fuerzas perturbadoras se expresan de la forma f=(c+dj) ¢"" .

El significado de esta solucion es el siguiente. La amplitud de la onda viene dada por el modulo del
complejo, y el desfase por el argumento del complejo. La parte exponencial expresa la evolucion
temporal y desaparecera al sustituirla en el sistema de ecuaciones. La solucion y sus derivadas son
entonces de la forma:

i =(a+bje™
yi’=w.(-b + aj)e™
yi’”’ =-w2.(a+ bj) "

Sustituyendo en el sistema de ecuaciones (ec. 4.1) e igualando parte real e imaginaria se obtiene dos
sistemas de ecuaciones lineales:

2K-mw? K 0 0 al rw| |bl
K 2K-mw* K 0 a2l |rw| |b2
0 K 2K-mw* K| [a3] fw| [b3|=0
2K-mw* K 0 0 b1l |rw| |al
K 2K-mw* K 0 b2|  |rw| |a2
0 K 2K-mw? K| [b3] fw]| |a3|=0

En notacién matricial abreviada:
(EKD—EMDDWzEI) (A) - ROOWOB) = (C)
(EKD—EMDDWzEI) (B) - ROOWA) = (D) (ecs. 4.2)



Con este sistema se pueden calcular con bastante aproximacion, las frecuencias proximas a las de
resonancia, las amplitudes de vibracion de las masas, y los desfases que aparecen.

5. Aplicaciéon del método matricial al estudio de las frecuencias de una viga en voladizo

Con objeto de comprobar la validez del modelo matricial anteriormente expuesto, lo hemos aplicado
a una viga en voladizo, idealizdndola como un conjunto de masas unidas por resortes. Por resistencia de
materiales sabemos (Weaver, Timoshenko, Young, 1990) que la flecha méxima de una viga con una
fuerza p aplicada en el extremo es:

_1p®

3 EI

Se tiene por tanto una ecuacion equivalente a la ley de Hook. Como la fuerza es recuperadora deberia
llevar signo negativo:

p=-ky

Siendo: k= 3EI

13
Se puede idealizar la viga como un conjunto de masas unidas por resortes segun la fig. 3.3. Se

procede a deducir de forma genérica para cualquier nodo ‘%, una expresion para los 4y; en funcion de las
coordenadas del nodo anterior “i”” (y;) y del nodo en estudio ‘5 (3;) (Guerrero, Valderrabanos, 1999).

}
AYii| Y;
}

L)

Figura 3.3. Viga idealizada utilizando masas unidas por resortes.

Por resistencia de materiales conocemos la expresion de la flecha maxima (Y;) y de la pendiente
maxima (o;) de una viga en voladizo.

P.L’ P,.L;
; tg a ; = —_—
3EI 2 EI
Se desconoce el valor de la fuerza aplicada (P;), que provoca la deformacién existente en el nodo ‘i’,

pero este término desaparecera. Expresando la distancia al nodo ‘i’ (L;) en funcién de la distancia entre las
masas (1;).

, _PPI o _pirl’
L, =il " 3EI &4 = 2ET

3y,
Sustituyendo se obtiene: g a,; = S

Observando la figura 3.3, podemos deducir que el incremento de ‘y’ debido a la pendiente que el
nodo ‘i’ provoca en el nodo j’ es

3yl 3y,
2il A'yj’i YR

Ay, =luga, =
210

De donde se llega a que la deformacion en cada nodo es:



3y,
5)’,‘,1 =Y, 7Y _ij,i =V, 7Y T

2i
Simplificando un poco
2i+3
@}j,i =Y, Y .
2i (ec. 5.1)

Se procede a deducir ahora las ecuaciones basicas de cada masa empezando por la 2 pues la 1* la
consideramos empotrada. El signo ‘—° proviene de que la fuerza es recuperadora. La fuerza eléstica en
cada masa es proporcional a la deformacion 6:

my, +Ky, = K&, =0 -mw’a, +Ka, -Kdu,, =0

Pero
my, + K&, —Kdy, =0 y. = a,.sen(wr) -mw'a, + K, -Kd, ;=0
my, +K@4 _Ké@ =0 yl = —al..wz.sen(wt) _mW2a4 +Kd14 _Kdl5,4 =0
my, +Koy, = -mw?a +K& =0

Se procede a sustituir ahora los da;; en funcion de la a; segiin la ecuacion deducida anteriormente (ec 5.1)
2i+3
Jot J i 21

La 1% ecuacion del sistema (ecs 5.2) quedaria:

7
-mw’a, +ka, —ka, +Zka2 =0 I::> (ljrlk -mw’)a, —ka,+=0

Haciendo lo mismo con las demas ecuaciones, llegamos a un sistema similar al deducido para la
cuerda vibrante. La matriz caracteristica es en este caso:

7K/2 -mw? K 0 0 0 a2
-5K/2 11K/4 - mw? K 0 0 a3

0 -TK/4 15K/6 - mw? -K 0 ad |= 0

0 0 -9K/6 (4i+3)K/2i - mw? S

0 0 0 (2i+3)K/21 ai | (ecs.5.3)

Se puede multiplicar todas las filas por una constante sin alterar el valor del determinante, en
concreto 1/k.

Ademas llamamos: A = w2.m/k (ec 5.4)

La matriz caracteristica queda:

7/2-\ -1 0 0 0
-5/2 11/4 -2 -1 0 0
0 -7/4 15/6 - & -1 0 (ecs.5.5)
0 0 -9/6 (4i+3)/2i - &
0 0 0 (2i+3)/2i

Una vez calculados los autovalores A de la matriz anterior, las frecuencias propias wi se pueden
calcular deshaciendo el cambio propuesto en (ec. 5.3):



w’ =\ k/m (ec. 5.6)

Se ha trabajado con masas y longitudes elementales de valor 1 y m; pero deseamos expresar la
frecuencia en funcion de las totales: Mt y Lt

Mt =n.m Lt =n-1).1
Ademas: _3EI
Sustituyendo ~ J®  en (ec.5.6), tenemos una expresion para las frecuencias propias en
funcion de M,y L,. wiz _ /]i—k: 34 n(n - 1)3 El
m L3m
t ¢

Si se agrupan las constantes en una sola ecuacion:

(ec. 5.7)
por Ct , = \//] ;3.n(n — 1) 3 tanto las constantes Ct ; se obtienen, para cada sistema,

a partir de los autovalores A, de la matriz caracteristica de (ecs. 5.5)

Por tanto las frecuencias propias de una viga en voladizo pueden calcularse como:

w . = Ct . _ B (método matricial) (ec 5.8)

l l 3
M tLl‘

Que coincide sustancialmente con la ecuacion generalmente admitida para el 1° modo de vibrar, que se
calcula por el método de la energia (Weaver, Timoshenko, Young, 1990).

©w = 3.567 Ll (método de la energia)
Mo L3
r ot
3,915 -1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,005
2,915 2,914 -1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,267
0 -1,914 2,579 -1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,782
0 0 -1,579 2,412 -1,000 0,000 0,000 0,000 1,491
0 0 0 -1,412 2,312 -1,000 0,000 0,000 2,310
0 0 0 0 -1,312 2,246 -1,000 0,000 3,130
0 0 0 0 0 -1,246 2,200 -1,000 3,850
0 0 0 0 0 0 -1,200 1,000 4,400
Tabla 6.1. Matriz asociada y autovalores, para viga de 8 masas.
6. Resultados

Se ha procedido a calcular los autovalores (A) a partir de la matriz del sistema, para distintos
numeros de masas. La matriz para 8 masas y los autovalores se reflejan en la Tabla 6.1.

Los resultados obtenidos para la constante Ct se recogen en la Tabla 2, y guardan similitudes con los
obtenidos por otros modelos propuestos en la bibliografia (Steidel, 1989). También se puede comprobar
que a medida que se aumenta en nimero de masas, aumentan también las diferencias con los valores
normalmente admitidos, discrepancia que se observa también con otros modelos.



Para 5 masas Para 8 masas Valores Tedricos
(Steidel, 1989)
modo A Ct modo A Ct modo Ct
1° 0,02 4.8 1° 0,005 7,6 1° 3,51
2° 0,86 28,7 2° 0,267 57 2° 22,03
3° 2,33 47,2 3° 0,782 98, 3° 61,70
4 2,9 80,1 4 1,491 135 4° 120,91

Tabla 6.2. Comparativa de resultados obtenidos por el modelo matricial y los tedricos admitidos

7. Conclusiones

Se ha idealizado una viga en voladizo como un conjunto de masas y resortes. Aplicando
sistematicamente el método matricial, llegamos a la forma general de la matriz caracteristica (ecs.5.5) que
nos permite calcular para cada caso los autovalores (Tabla 6.2). También hemos llegado a una ecuacion
para el calculo de las frecuencias propias (ec.5.8) que presenta la misma forma genérica que la obtenida
por otros métodos, en particular por el método de la Energia. La constante que aparece en la ecuacién
toma distintos valores que dependen del modo de vibrar, y se puede calcular a partir de los autovalores de
la matriz caracteristica.

Los resultados obtenidos para la constante Ct (Tabla 6.2), guardan similitudes con los obtenidos en
otros modelos propuestos para vigas simples en la bibliografia. Las diferencias las atribuimos
fundamentalmente a la simplicidad del modelo aqui expuesto y a las diversas variantes para la simulacion
de las condiciones iniciales (grado de empotramiento, etc.) que se toman en los modelos consultados.

Se pude concluir por tanto que el modelo expuesto proporciona una aceptable aproximacién para el
calculo de las primeras frecuencias propias de vibracion en sistemas multimasa, con la ventaja de utilizar
un aparto matematico relativamente asequible.
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